
1 ÅéóáãùãÞ(ÌéêñÞ!)

Êëåßíïíôáò ôïí ðñþôï êýêëï ôïõ åðéôõ÷çìÝíïõ1 êýêëïõ óåìéíáñßùí 42 èá ìéëÞóïõìå
(üðùò ëÝåé êáé ï ôßôëïò) ãéá ... êçðïõñéêÞ, óôá ìáèçìáôéêÜ âÝâáéá! Ç äéêéÜ ìáò êçðïõñéêÞ
ðåñéëáìâÜíåé ìðïõêÝôá, èÜìíïõò, äÝíôñá êáé äÜóç (öõóéêÜ!). Ãéá üóïõò äåí ãíùñßæïõí
êáé ãéá íá ìçí èåùñÞóåôå üôé áõôÜ ðïõ ëÝìå åßíáé ôåëåßùò óá÷ëáìÜñåò, óçìåéþíïõìå üôé
õðÜñ÷ïõí äåêÜäåò åöáñìïãÝò áõôþí ðïõ èá ðáñïõóéÜóïõìå åêôüò (ðñïò ôï ðáñþí!) áðü
ôïí ðñùôüôõðï (!!) ïñéóìü ðïõ èá äþóïõìå óôï ôÝëïò (ôïí ðåñßöçìï G-Bush jr).

Ôá ðáñáêÜôù áðïôåëïýí áíôéêåßìåíï ôçò óõíäõáóôéêÞò èåùñßáò ïìÜäùí, ðáñüëá áõôÜ
ôá ÷ñçóéìïðïéïýí êáé ïé ðëçñïöïñéêÜñéïé! Åðßóçò, óõãêåêñéìÝíá äÝíôñá åìöáíßæïíôáé
óôçí åðé÷åéñçóéáêÞ Ýñåõíá êáé åéäéêüôåñá óôéò ïõñÝò áíáìïíÞò êáé óôéò óôï÷áóôéêÝò áíå-
ëßîåéò. ÔÝëïò áðïôåëïýí ðáñáäåßãìáôá ãéá ðïëëÝò áðü ôéò íÝåò èåùñßåò ôçò áëãåâñéêÞò
ôïðïëïãßáò (õðåñâïëéêïß ÷þñïé, CAT(0) ÷þñïé).

2 ÄÝíôñá

Ôá äÝíôñá áðïôåëïýí ... óýã÷ñïíç(!!) åöåýñåóç(!!) ôçò ìáèçìáôéêÞò êïéíüôçôáò.
Åßíáé ìéá áðëÞ (ó÷åôéêÜ) ìïñöÞ ãñáöçìÜôùí ôçí ïðïßá ìåëÝôçóáí ðïëëïß ìáèçìáôéêïß
êáôÜ ôçí äéÜñêåéá ôùí ôåëåõôáßùí åôþí. Ôá ðáñáêÜôù ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôçí èåùñßá ôùí
Bass-Serre ðïõ èåìåëéþíïõí ôüóï ôá ãñáöÞìáôá üóï êáé ôá äÝíôñá.2 ¼ðïéïò Ý÷åé äéáâÜóåé
ôï âéâëßï ôïõ Serre Trees ôþñá èá áñ÷ßóåé íá âáñéÝôáé3! Ðñéí íá êÜíïõìå ëïéðüí êçðïõñéêÞ
áò äïýìå ôé åßíáé Ýíá ãñÜöçìá.

Ïñéóìüò 2.1 ¸íá ãñÜöçìá (graph) 4 Γ áðïôåëåßôáé áðü äýï óýíïëá:

1. Γ0 = V = {êïñõöÝò ôïý Γ}
2. Γ1 = E = {áêìÝò ôïõ Γ}

êáé äýï óõíáñôÞóåéò:

1. (o; t) : E → V × V ìå l → (o(l); t(l)) üðïõ o(l) ïíïìÜæåôáé áñ÷éêÞ êïñõöÞ êáé t(l)
ôåëéêÞ êïñõöÞ ôçò áêìÞò l.

2. − : E → E ìå l→ l ç áíôßèåôç áêìÞ ôçò l.
1Ç åðéôõ÷ßá èá öáíåß óôï ôÝëïò
2Íáé Ýíá äÝíôñï åêôüò áðü ôéò ñßæåò ôïõ ìðïñåß íá èåìåëéùèåß êáé ìáèçìáôéêÜ!
3Ìðïñåß êáé íá öýãåé áí èÝëåé êáêßá äåí êñáôÜìå!
4Âáñåôü å? Èá ìðïñïýóå êáíåßò íá ðåé áðëÜ üôé Ýíá ãñÜöçìá åßíáé Ýíá óýíïëï êïñõöþí êáé Ýíá

óýíïëï áêìþí ðïõ Ý÷ïõí ãéá Üêñá êïñõöÝò! Êáé áõôü ðåßèåé!
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ôÝôïéá þóôå:

i) l = l

ii) l 6= l

iii) o(l) = t(l)

Ìéá ãåùìåôñéêÞ áêìÞ åßíáé ôï æåýãïò {l; l} (ìéá áêìÞ êáé ç áíôßèåôÞ ôçò).

Êáé ôþñá êÜôé ðïõ áðï êçðïõñéêÞò áðüøåùò äåí åßíáé óùóôü. Èá ïñßóïõìå Ýíá ìïíï-
ðÜôé ðáíù óå Ýíá äÝíôñï!5

Ïñéóìüò 2.2 ¸óôù Ã Ýíá ãñÜöçìá (ðñïöáíþò êáé óå Ýíá äÝíôñï). ¸íá ìïíïðÜôé p
ìÞêïõò n åßíáé ìéá áêïëïõèßá n äéáäï÷éêþí êïñõöþí p1; p2; :::; pn ïé ïðïßåò óõíäÝïíôáé
äéáäï÷éêÜ ìå ôéò áêìÝò [p1; p2]; [p2; p3]; :::[pn−1; pn]. Äå÷üìáóôå üôé pi 6= pi+1

6

Ïñéóìüò 2.3 ¸íá ãñÜöçìá èá ëÝãåôáé óõíåêôéêü áí ãéá êÜèå äýï êïñõöÝò ôïõ õðÜñ-
÷åé ìïíïðÜôé ðïõ ôéò óõíäÝåé. Ðéï áðëÜ (âëÝðå ðáñáäþóåéò Â.Íåóôïñßäç) åßíáé êÜôé ...
ìïíïêüììáôï!

Åðßóçò êÜôé ðïõ åðßóçò äåí ðáñáôçñåßôáé óôá áëçèéíÜ äÝíôñá áëëÜ ôåëéêÜ ïýôå óôá ìáèç-
ìáôéêÜ äÝíôñá: Ôï êõêëéêü ìïíïðÜôé!

Ïñéóìüò 2.4 ¸íá ìïíïðÜôé èá ëÝãåôáé êõêëéêü áí p1 = pn.

Ìðïñåß êáíåßò ìåôÜ áðü áõôÜ åýêïëá íá ìáíôÝøåé ôïí ïñéóìü ôïõ äÝíôñïõ:

Ïñéóìüò 2.5 ÄÝíôñï ïíïìÜæåôáé Ýíá óõíåêôéêü ãñÜöçìá ÷ùñßò êõêëéêÜ ìïíïðÜôéá.

Ôï äÝíôñï äåí åßíáé óõíåêôéêü áðëþò. Ãéá êÜèå äýï êïñõöÝò ôïõ õðÜñ÷åé ìïíáäéêü ìï-
íïðÜôé ðïõ ôéò óõíäÝåé. Áõôüò åßíáé êáé Ýíáò äåýôåñïò éóïäýíáìïò ïñéóìüò ôïõ äÝíôñïõ
(óêåöôåßôå ôï ëßãï üëá åìåßò èá ôá ëÝìå?).

Áðü êÜèå êïñõöÞ åíüò äÝíôñïõ åíäÝ÷åôáé íá îåêéíïýí Üðåéñåò áêìÝò (áñéèìÞóéìåò Þ ìç).
Éäéáßôåñç óçìáóßá 7 Ý÷ïõí ôá äÝíôñá ãéá ôá ïðïßá ïé áêìÝò ðïõ îåêéíïýí áðü êÜèå êïñõöÞ
Ý÷ïõí óôáèåñü ðëÞèïò. Ïñßæïõìå ëïéðüí:

Ïñéóìüò 2.6 Äåßêôçò ôçò êïñõöÞò v åíüò äÝíôñïõ åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí ðïõ Ý÷ïõí
ùò êïñõöÞ ôçí v. Óõìâïëßæåôáé ìå card(v) Þ i(v).

5öáíôÜæåóôå áíáñß÷çóç óôï ìïíïðÜôé ôïõ ôÜäå äÝíôñïõ !
6ìéá áêìÞ [á,á] ëÝãåôáé èçëéÜ (loop) Åäþ üìùò äåí åßíáé Üãñéá äýóç ïðüôå èçëéÝò êáé äÝíôñá äåí

óõìâáäßæïõí!
7ç 'éäéáßôåñç óçìáóßá' äåí åßíáé ôßðïôá Üëëï áðü ôçí Üãíïéá ôùí ãñáöüíôùí ãéá ôá õðüëïéðá äÝíôñá
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¸ôóé Ýñ÷åôáé öõóéïëïãéêÜ ï åðüìåíïò ïñéóìüò:

Ïñéóìüò 2.7 ¸íá äÝíôñï ëÝãåôáé ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíï áí ãéá êÜèå êïñõöÞ ôïõ

i(v) <∞
Ôï ðáñáðÜíù äåí óçìáßíåé üôé ãéá Ýíá ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíï äÝíôñï õðÜñ÷åé Ì > 0 ôÝôïéï
þóôå i(v) < M . ÐñÜãìáôé ôï áðëü ðáñÜäåéãìá ôïõ áõîçôéêïý äÝíôñïõ (âëÝðå ðßíáêá
!!!) êáôáññßðôåé áõôÞí ôçí èåþñçóç. ¸ôóé ðñïêýðôåé ç áíÜãêç êáé Üëëùí ïñéóìþí (äåí
ãåìßæïõí êáé åýêïëá ïé óåëßäåò ...).

Ïñéóìüò 2.8 ÏíïìÜæïõìå Ýíá äÝíôñï n-äÝíôñï áí áðü êÜèå êïñõöÞ ôïõ îåêéíïýí áêñé-
âþò n áêìÝò.

¢ñá ïñßæåôáé ôï 3-äÝíôñï ôï 4-äÝíôñï êôë. ÐáñÜäåéãìá åíüò 4-äÝíôñïõ åßíáé ôï ãñÜöçìá
Cayley ôçò åëåýèåñçò ïìÜäáò ìå äýï ãåííÞôïñåò.

Åñþôçóç 2.1 Ðïéü åßíáé ôï Üðåéñï 2-äÝíôñï ??? (OEO!)

¼ðùò ïé ðåñéóóüôåñïé áðü åìÜò îÝñïõí óå Ýíá äÝíôñï õðÜñ÷åé ðÜíôá ñßæá Þ ìÞðùò ü÷é?
(Ïé ãíþóåéò ôùí ãñáöüíôùí äåí ìðïñïýí íá áðáíôÞóïõí óå ìéá ôüóï åîùôéêÞ åñþôçóç!)

Ïñéóìüò 2.9 ¸íá äÝíôñï Ô ëÝãåôáé rooted äÝíôñï áíí õðÜñ÷åé ìéá äéáêåêñéììÝíç êï-
ñõöÞ áðü ôçí ïðïßá îåêéíïýí üëåò ïé êáôåõèýíóåéò ôùí áêìþí ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå áõôÞí.

¸ôóé áí e åßíáé ç ñßæá ôïõ äÝíôñïõ ôüôå Ý÷ïõìå: (ÂAËÅ ÅÍÁ ROOTED ÄÅÍÔÑÏ)

Ðñüôáóç 2.1 ÊÜèå äÝíôñï åßíáé rooted áí äåí ìáò åíäéáöÝñåé ï ðñïóáíáôïëéóìüò ôïõ!

Áðüäåéîç. Ôï áñðÜæïõìå áðü ìéá êïñõöÞ êáé ôï óÝñíïõìå!8
ÅéäéêÞ âáñýôçôá êõñßùò ãéá ôçí èåùñßá ãñáöçìÜôùí êáé ôïõò õðïëïãéóôÝò Ý÷åé ôï ëåãü-
ìåíï Binary äÝíôñï ôï ïðïßï åßíáé ãíùóôü ìå äéÜöïñïõò ïñéóìïýò! (åßíáé óåóçìáóìÝíï
ïðüôå Ý÷åé ðïëëÜ ïíüìáôá!)

Ïñéóìüò 2.10 Binary tree (äõáäéêü äÝíôñï) ëÝãåôáé ôï rooted tree ðïõ åêôüò áðü ôçí
ñßæá ôïõ ðïõ Ý÷åé i(e) = 2 üëåò ïé Üëëåò êïñõöÝò ôïõ Ý÷ïõí i(v) = 3.

ÐáñáôÞñçóç 2.1 Ôï äõáäéêü äÝíôñï åßíáé ãíùóôü êáé þò Yes-No tree, Red-Black tree,
0− 1 tree9

Ïñéóìüò 2.11 ¸íá äÝíôñï ãßíåôáé ìåôñéêüò ÷þñïò áí èÝóïõìå ôï ìÞêïò êÜèå áêìÞò
1. Ôüôå ç áðüóôáóç ìåôáîý äýï êïñõöþí èá åßíáé ä(v; u) = n üðïõ n ôï ðëÞèïò ôùí
êïñõöþí ôïõ ìïíïðáôéïý10 p0; p1; :::; pn ìå p0 = v êáé pn = u.

8Ðñïöáíþò!
9Þ ÌðÜìðçò ÓïõãéÜò Þ Áíôþíçò Ðåôáëïýäáò ...

10õðÜñ÷åé ðÜíôá Ýíá ôÝôïéï êáé åßíáé ìïíáäéêü!(ÁõôÞ åßíáé êáé ç ìüíç óïâáñÞ ðáñáôÞñçóç!)
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ÐáñáôÞñçóç 2.2 Ìå ôçí ðáñáðÜíù ìåôñéêÞ ôï äÝíôñï Ô ãßíåôáé ãåùäáéóéáêüò ìåôñéêüò
÷þñïò.

Ïñéóìüò 2.12 ¸íá äÝíôñï ëÝãåôáé öñáãìÝíï áí õðÜñ÷åé êïñõöÞ v ∈ V (T ) êáé r > 0
ôÝôïéï þóôå Ô ⊆ B(v; r).

Ó÷üëéï 2.1 ÊÜèå äÝíôñï åßíáé11:

1. 1-skeleton

2. óõíåêôéêü

3. óõóôáëôü

4. áðëÜ óõíåêôéêü

5. rooted

6. óõíäõáóôéêü

7. ôïðéêÜ óõíåêôéêü

8. êáôÜ ôüîá óõíåêôéêü

9. ãåùäáéóéáêüò ì.÷.

10. êáôåõèõíüìåíï

11. õðåñâïëéêüò ìåôñéêüò ÷þñïò

12. aspherical

13. genus 0

14. Riemman Manifold

15. ôïðïëïãéêÞò äéÜóôáóçò 1

16. áóõìðôùôéêÞò äéÜóôáóçò ≤ 1

17. óõíóõìðáãéêü (cocobounded!)

18. Ô0 − Ô6

19. cut-pointed

20. ãíÞóéï

21. CAT(0)
11Ðáñáôçñïýìå üôé 21 = 42

2
äåí åßíáé ôõ÷áßï áõôü ðñïóðáèÞóáìå ðïëý!
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3 ÄÁÓÏÓ

Ôï öõóéïëïãéêü áöïý êÜðïéïò Ý÷åé ïñßóåé ôçí Ýííïéá ôïõ äÝíôñïõ åßíáé íá ãåíéêåýóåé!
Ðñïò ôï ðáñüí ïé ìáèçìáôéêïß Ý÷ïõí ãåíéêåýóåé ùò ðñïò ôçí ðïóüôçôá. Åìåßò èá ãåíé-
êåýóïõìå êáé ùò ðñïò ôçí ðïéüôçôá. Áò äïýìå ëïéðüí ìéá Ýííïéá ðïõ åíþ öáßíåôáé áðëÞ
åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìç ôåëéêÜ.

Ïñéóìüò 3.1 ÄÜóïò èá ïíïìÜæïõìå Ýíá ãñÜöçìá óôï ïðïßï äåí ðåñéÝ÷ïíôáé êõêëéêÜ
ìïíïðÜôéá.

ÌïéÜæåé ìå ôïí ïñéóìü ôïõ äÝíôñïõ áëëÜ êÜôé ôïõ ëåßðåé. Äåí åßíáé óõíåêôéêü. Ìðïñåß
ïðüôå êáíåßò íá ðáñáôçñÞóåé ôï åîÞò:

ÐáñáôÞñçóç 3.1 Ïé óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò åíüò äÜóïõò åßíáé äÝíôñá!12

Êáé ôþñá êÜôé ðïõ ôñåëáßíåé êçðïõñïýò êáé ãëùóóïëüãïõò:

ÐáñáôÞñçóç 3.2 ¸íá äÝíôñï åßíáé äÜóïò êáé Ýíá óõíåêôéêü äÜóïò åßíáé äÝíôñï!13

¸íá ðáñÜäåéãìá äÜóïõò åßíáé ôï ðáñáêÜôù: (PICTURE DASOS!!!!!!!!!!!!!!!!!) Ôá äÜóç
åìöáíßæïíôáé ùò ãñáöÞìáôá äéðñïôýðùí êáé áðïôåëïýí ÷þñïõò óôïõò ïðïßïõò äñïõí åëåý-
èåñá ãéíüìåíá ïìÜäùí. Åðßóçò åìöáíßæïíôáé óå äéáäéêáóßåò åðßëõóçò ðñïâëçìÜôùí áðü
ðïëëïýò õðïëïãéóôÝò óõíäåäåìÝíïõò ôáõôü÷ñïíá. Áðïôåëïýí ìÝñïò ôçò óýã÷ñïíçò áëãå-
âñéêÞò ôïðïëïãßáò êáé ôçò óõíäõáóôéêÞò èåùñßáò ïìÜäùí.

4 ÅËÅÕÈÅÑÅÓ ÏÌÁÄÅÓ, ÌÐÏÕÊÅÔÁ ÊÁÉ ÄÅÍÔÑÁ ÏÌÁ-
ÄÙÍ

Èá áó÷ïëçèïýìå ôþñá ëßãï ìå ôéò åëåýèåñåò ïìÜäåò, èá ïñßóïõìå ôï åëåýèåñï ãéíüìåíï
ïìÜäùí êáé ôï åëåýèåñï ãéíüìåíï ìå áìÜëãáìá.

Êáôáñ÷Üò èá õðåíèõìßóïõìå üôé ç åëåýèåñç ïìÜäá ìå n ãåííÞôïñåò (óõìâïë. Fn) åßíáé
ç ïìÜäá ðïõ ðáñÜãåôáé áðü n óôïé÷åßá ôá ïðïßá äåí Ý÷ïõí êáìßá ó÷Ýóç ìåôáîý ôïõò,
åêôüò áðü áõôÝò ðïõ ïñßæåé ìéá ïìÜäá (üðùò ð.÷ üôé (x−1)−1 = x ∀x ê.ë.ð). Ôï ðéï
áðëü ðáñÜäåéãìá åßíáé âÝâáéá ãéá n = 1, ç F1

∼= Z. Ðáñáôçñïýìå üôé ïé ïìÜäåò ðïõ åßíáé
éóüìïñöåò ìå ôçí Z åßíáé êáé ïé ìïíáäéêÝò åëÝõèåñåò ïìÜäåò ðïõ åßíáé áâåëéáíÝò. AíÜëïãá
ïñßæåôáé êáé ç F∞, ç åëåýèåñç ïìÜäá ìå Üðåéñïõò ãåííÞôïñåò.

Åñþôçóç 4.1 Ðïéá ç ó÷Ýóç ôùí åëåýèåñùí ïìÜäùí ìå ôçí êçðïõñéêÞ;
12óéãÜ ãéá íÝï ìáò ôï ëåò!
13áðßóôåõôï !
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Áí èåùñÞóïõìå Ýíá ìðïõêÝôï (...áðü áò ðïýìå n êýêëïõò) ôüôå ç èåìåëéþäçò ïìÜäá
ôïõ åßíáé ç åëåýèåñç âáèìïý n.

ÄçëáäÞ: �1(n-ìðïõêÝôï)=Fn.
Åôóé, ãéá ðáñÜäåéãìá ç èåìåëéþäçò ïìÜäá ôïõ 8 åßíáé ç F2!14

Ôùñá...

” ÁÕÔÁ ÐÏÕ ÁÊÏËÏÕÈÏÕÍ ÅÉÍÁÉ ÐÏËÕ ÄÕÓÊÏËÁ ÊÁÉ ÄÅÍ ÈÁ ÔÁ ÅÎÇ-
ÃÇÓÏÕÌÅ... ÁÐËÁ ÔÁ ÃÑÁÖÏÕÌÅ. ”

Ð.Ó.

Ïñéóìüò 4.1

• ¸óôù G ïìÜäá ðïõ äñá óå Ýíá ãñÜöçìá X. Ìéá áíáóôñïöÞ åßíáé Ýíá æåõãÜñé (g; y)
üðïõ g ∈ G êáé y ∈ E(X) ôÝôïéï þóôå g · y = ȳ. Áí äåí õðÜñ÷ïõí ôÝôïéá æåõãÜñéá,
ëÝìå üôé ç G äñá ÷ùñßò áíáóôñïöÝò.

• Áí G ðïõ äñá óôï ãñÜöçìá X ÷ùñßò áíáóôñïöÝò, ôüôå ïñßæïõìå ôï ãñÜöçìá ðçëßêï
ùò åîÞò:

V (X=G) = {[v] : v ∈ V (X)}, üðïõ [v] = {gv|g ∈ G}, ç ôñï÷éÜ ôïõ v.

E(X=G) = {[y] : y ∈ E(X)}, üðïõ [y] = {gy|g ∈ G}, ç ôñï÷éÜ ôïõ y.

êáé o([y]) = [o(y)]; t([y]) = [t(y)]; ¯[y] = [ȳ] êáé éó÷ýåé üôé [ȳ] 6= [y] áöïý ç G äñá
÷ùñßò áíáóôñïöÝò.

• Ìéá ïìÜäá G ëÝìå üôé äñá åëåýèåñá óå Ýíá ãñÜöçìá áí ç G äñá ÷ùñßò áíáóôñïöÝò
êáé ç óôáèåñïðïéïýóá êÜèå êïñõöÞò åßíáé ç ôåôñéììÝíç ïìÜäá.

Êáé Ýíá Èåþñçìá ðïõ óõíäÝåé åëåýèåñåò ïìÜäåò êáé äÝíôñá:

Èåþñçìá 4.1 Ìéá ïìÜäá ðïõ äñá åëåýèåñá óå Ýíá äÝíôñï åßíáé åëåýèåñç.

Éó÷ýåé êáé ôï áíôßóôñïöï, áöïý ôï Caley ãñÜöçìá ìéáò åëåýèåñçò ïìÜäáò åßíáé äÝíôñï.

Ïñéóìüò 4.2 ¸óôù G ïìÜäá ðïõ äñá óå Ýíá ãñÜöçìá X.
Èåìåëéþäåò ðåäßï ôçò äñÜóçò åßíáé Ýíá õðïãñÜöçìá ôïõ X, Ýóôù Ô, ôÝôïéï þóôå

T ∼= X=G.
14üðùò âåâáéá êáé ç èåìååëéþäçò ïìÜäá ôïõ ∞!!
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Ïñéóìüò 4.3 ¸óôù G1; G2 äõï (ðåðåñáóìÝíá ðáñéóôþìåíåò) ïìÜäåò. Ôüôå ïñßæåôáé ìéá
íÝá ïìÜäá, ôï åëåýèåñï ãéíüìåíï ôùí G1; G2, ùò åîÞò: Áí G1 =< S1|R1 >;G2 =<
S2|R2 > ôüôå G1 ∗G2 =< S1 t S2 |R1 tR2 >.

Ìðïñïýìå íá ãåíéêåýóïõìå ôï åëåýèåñï ãéíüìåíï ùò åîÞò:

ÕðïèÝôïõìå üôé ïé ïìÜäåò Ç;Ê Ý÷ïõí ìéá éóüìïñöç õðïïìÜäá Ì , äçëáäÞ õðÜñ÷ïõí
ìïíïìïñöéóìïß � : M → H êáé � : M → K. ÈÝëïõìå íá êáôáóêåõÜóïõìå ôçí ðéï
”åëåýèåñç” ïìÜäá ðïõ ìðïñïýìå Ýôóé þóôå: íá ðåñéÝ÷åé ôéò Ç êáé Ê êáé åðéðëÝïí ïé
õðïïìÜäåò �(M) êáé �(M) íá ôáõôßæïíôáé (êáé Üñá íá éó÷ýåé H ∩K = �(M) = �(M)).

¼ðùó êÜíáìå êáé ìå ôï åëåýèåñï ãéíüìåíï, èá áðïöýãïõìå íá äþóïõìå Ýíáí áõóôçñü
ïñéóìü êáé èá äïýìå ðéï áðëÜ äåäïìÝíùí äõï ïìÜäùí Ç êáé Ê ôé ðáñÜóôáóç Ý÷åé ìéá ïìÜäá
ìå ôéò ðáñáðÜíù éäéüôçôåò.

Ïñéóìüò 4.4 ¸óôù H =< S|D >;K =< T |E > êáé M =< Q|V > þóôå íá õðÜñ÷ïõí
ìïíïìïñöéìïß � : M → H êáé � : M → K. Ôï åëåýèåñï ãéíüìåíï ôùí Ç;Ê ìå áìÜëãáìá
Ì (óõìâïëéóìüò H ∗M K) åßíáé ç ïìÜäá ìå ðáñÜóôáóç:

H ∗M K =< S t T |D t E; �(q) = �(q) ∀q ∈ Q >

Ðáñáôçñïýìå üôé áí ç ïìÜäá Ì åßíáé ôåôñéììÝíç, ôüôå ôï åëåýèåñï ãéíüìåíï ìå
áìÜëãáìá H ∗M K åßíáé áðëÜ ôï åëåýèåñï ãéíüìåíï ôùí Ç;Ê , äçëáäÞ éó÷ýåé H ∗{e}K =
H ∗K.

¸íá áðëü ðáñÜäåéãìá:
Èåùñïýìå äõï Üðåéñåò êõêëéêÝò ïìÜäåò H =< c|− > êáé K =< d|− > êáé áíôßóôïé÷á

äõï õðïïìÜäåò ôïõò: A =< c2 > êáé B =< d3 > ïé ïðïßåò åßíáé éóüìïñöåò ìÝóù ôïõ
c2 7→ d3.

Ôüôå ôï åë.ãéí ìå áìÜëãáìá åßíáé ç ïìÜäá: H ∗A=B K < c; d | c2 = d3 >.

Èåþñçìá 4.2 ¸óôù G ïìÜäá ðïõ äñá óå Ýíá ãñÜöçìá X ìå èåìåëéþäåò ðåäßï ôçí áêìÞ
y ∈ E(X); o(y) = P; t(y) = Q. ÈÝôïõìå:

GP = Stab(P ) (= {g ∈ G : gP = P}
GQ = Stab(Q)
Gy = Stab(y).
Ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:
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1. Ôï X åßíáé äÝíôñï

2. Ï ïìïìïñöéóìüò � : GP ∗Gy GQ → G ðïõ åðÜãåôáé áðü ôéò åìöõôåýóåéò
GP ,→ G; GQ ,→ G; Gy ,→ G åßíáé éóïìïñöéóìüò.

Èåþñçìá 4.3 ¸óôù G = G1 ∗A G2. Ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêü äÝíôñï Ô óôï ïðïßï äñá ç
G ìå èåìåëéþäåò ðåäßï ìéá áêìÞ y ∈ E(X); o(y) = P; t(y) = Q Ýôóé þóôå:

Stab(P ) = G1

Stab(Q) = G2

Stab(y) = A.

ÅðéôÝëïõò åßìáóôå óå èÝóç íá äþóïõìå ôïí ïñéóìü ôïõ äÝíôñïõ ïìÜäùí êáé (êõñßùò)
íá äïýìå Ýíá ðïëý áðëü ðáñÜäåéãìá.

Ïñéóìüò 4.5 ¸óôù G ïìÜäá êáé T äÝíôñï. ¸íá äÝíôñï ïìÜäùí (G;T ) äßíåôáé áðü ôá
åîÞò:

• Óå êÜèå êïñõöÞ P ∈ V (T ) áíôéóôïé÷åß ìéá ïìÜäá GP

• Óå êÜèå áêìÞ y ∈ V (T ) áíôéóôïé÷åß ìéá ïìÜäá Gy

• Ìïíïìïñöéóìïýò Gy → Gt(y)

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýíá áìÜëãáìá A ∗C B ìðïñåß íá ðáñáóôáèåß ùò Ýíá äÝíôñï ïìÜäùí.

5 ÈÁÌÍÏÓ - ÊÕÑÉÁ ÁÐÏÔÅËÅÓÌÁÔÁ

Ïñéóìüò 5.1 Èåùñoýìå ôçí F∞ êáé ôï Cayley ãñÜöçìá ôçò Ã. ¸óôù r ∈ N. Èåùñïýìå
ìðÜëá Â(e,r) 15 ìå êÝíôñï ôï e áêôßíá r. To B = B(e; r) ëÝãåôáé r-èÜìíïò (r-bush óôçí
îÝíç âéâëéïãñáößá!)

Ï ïñéóìüò èá Þôáí ... ãõìíüò áí äåí ôïí ðåñéÝâáëëå ç êáôÜëëçëç äñÜóç.

Ïñéóìüò 5.2 Åóôù G ôõ÷áßá ïìÜäá ðïõ äñá óôï ãñÜöçìá Cayley ôçò F∞. Ç äñÜóç
ä : G× Ã → Ã Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ä(G×B(e; r)) ⊂ B(e; r) ëÝãåôáé ôýðïõ j. Ôüôå ç ìðÜëá
B(e; r) ãßíåôáé G-óýíïëï ðïõ ïíïìÜæåôáé ... G-Bush j − r!

Ìéá áðü ôéò ðïëëÝò , ðñïò ôï ðáñüí áíåîåñåýíçôåò öáíôáóôñïõìöéêÝò éäéüôçôåò ôïõ
G-Bush j − r åßíáé óßãïõñá êáé ç ãñÞãïñç ëýóç ðïõ äßíåé óôçí åéêáóßá ôïõ Riemman
ïðüôå ç äéáóýíäåóç ìå ôçí æÞôá ôïõ Riemman åßíáé ðñïöáíÞò! ¸ôóé ï ðñþôïò êýêëïò
ôïõ 42 êñßíåôáé åðéôõ÷Þò!

15Ðïõ åßíáé ç ãõÜëá ? ÏÅÏ.
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